
Teoria przestrzeni Hilberta

Lista 2 (poj¦cie bazy i rzutu ortogonalnego)

Zad 1 (Uogólniona to»samo±¢ równolegªoboku). Pokaza¢, »e je»eli x, y ∈ H s¡ wektorami
zespolonej przestrzeni unitarnej H oraz α ∈ C jest pierwiastkiem pierwotnym z 1 stopnia N , to

1

N

N−1∑
k=0

‖x+ αky‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2

Zad 2 (Uogólnione twierdzenie Pitagorasa). Niech {xn}∞n=1 b¦dzie ortogonalnym ukªadem wek-
torów w przestrzeni Hilberta H. Pokaza¢, »e szereg

∑∞
n=1 xn jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy,

gdy
∑∞

n=1 ‖xn‖2 <∞. Ponadto, je±li x =
∑∞

n=1 xn, to

‖x‖2 =
∞∑

n=1

‖xn‖2.

Zad 3. Sprawdzi¢, »e funkcje trygonometryczne

1√
2π
,

1√
π

cosnt,
1√
π

sinnt

tworz¡ ukªad ortonormalnym w rzeczywistej przestrzeni Hilberta L2[−π, π] (w rzeczywisto±ci jest
to baza tej przestrzeni). Wyznaczy¢ wspóªczynniki Fouriera w tej bazie nast¦puj¡cych funkcji

a) x(t) = t, b) x(t) = t2, c) x(t) = |t|,

i wypisz dla nich to»samo±ci Parsevala.

Zad 4. Korzystaj¡c z poj¦cia bazy wykaza¢ twierdzenie Riesza o reprezentacji funkcjonaªu
ograniczonego na przestrzeni Hilberta H.

Zad 5. NiechM b¦dzie podprzestrzeni¡ przestrzeni Hilberta H rozpi¦t¡ przez liniowo-niezale»ne
wektory y1, y2, ..., yn. Pokaza¢, »e rzut ortogonalny wektora x na M jest dany formuª¡

PMx = − 1

g(y1, ..., yn)
det


〈y1, y1〉 〈y1, y2〉 ... 〈y1, yn〉 〈y1, x〉

...
...

...
...

〈yn, y1〉 〈yn, y2〉 ... 〈yn, yn〉 〈yn, x〉
y1 y2 ... yn 0

 ,

gdzie g(y1, ..., yn) jest wyznacznikiem macierzy Grama G = [〈yi, yj〉]ni,j=1 ukªadu y1, y2, ..., yn.
Natomiast odlegªo±¢ x od M wyra»a si¦ wzorem

d(x,M) =

(
g(y1, ..., yn, x)

g(y1, ..., yn)

) 1
2
.

Zad 6. Pokaza¢, »e rzut ortogonalny na domkni¦t¡ podprzestrze«M przestrzeni Hilberta H jest
ograniczonym operatorem liniowym. Obliczy¢ jego norm¦.

Zad 7. Niech K, M b¦d¡ podzbiorami przestrzeni Hilberta H. Pokaza¢, »e

(K ∪M)⊥ = M⊥ ∩K⊥, K ⊂M =⇒M⊥ ⊂ K⊥, M⊥ ∩M ⊂ {0}

< M >⊥= M⊥, M⊥ =< M⊥ >, < M >= (M⊥)⊥,

gdzie M⊥ = {x ∈ H : x⊥y dla ka»dego y ∈ M}, a < M > oznacza podprzestrze« domkni¦t¡
generowan¡ przez M .


